Sur la classification de quelques ^-modules simples 
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Dans cet appendice, on determine les (/)-modules etales simples sur Fp{(u)) dans une situation 
legerement plus generale que celle etudiee dans Particle ([1]). On fixe p un nombre premier et on 
pose k = ¥p et pour tout q, puissance de p, on definit F^ comme I'unique sous-corps de k de 
cardinal q. Soit a un automorphisme de fc.et 6 > 1 un entier. On note £ le sous-corps de k fixe par 
a et, plus generalement, pour tout entier d, on note id le sous-corps fixe par a'^. On considere le 
corps K — fc((u)) que Ton munit de I'endomorphisme : 

H 

-)— > 

{Si b = p et a — id, on retrouve done la situation de I'article.) 

On considere la categoric Mody^ dont les objets sur les iiT-espaces vectoriels D de dimension 
finie muni d'un endomorphisme 0-semi-lineaire (J)d : D —> D dont I'image contient une base de D. 
►^ , Par la suite, lorsque cela ne pretera pas a confusion, nous noterons simplement a la place de (Jjd. 

Qv ■ Les morphismes de Mod^^ sont bien entendu les applications X-lineaires qui commutent a 0. On 

verifie aisement que la categoric Mod")^ est abelienne et que chaque objet est de longueur finic. Le 

but de cette appendice est de determiner les objets simples de Mod?^. 

O I Les objets D(d, n, a) et D(r, a) 

^^ ■ Solent d un entier strictement positif, n un entier naturel et a un element non nul de fc. A ces 

donnees, on associe un objet de Mody^ note D{d,n,a) defini commc suit : 

• D{d, n) = Kea © Kei ® • • • ® Ked-i ; 

• (/)(ei) = ei+i pour i e {0, . . . , d - 2}. 
C^ [ • (/)(ed-i) = au"eo. 

On definit egalement D{d,n) — D{d,n, 1). 

On commence par determiner des families d'isomorphismes entre les difFerents D{d^n,a). 

Lemme 1. Si a n'est pas I'identite, alors D(d,n,a) est isomorphe a D{d,n) pour tous d, n et a 
comme precedemment. 

Demonstration. Considerons un element A G fc tel que a — " ^ ' (I'existence resulte d'un theoreme 
classique de theorie de Galois). L'isomorphisme D{d,n,a) -^ D{d,n) est alors donne par e.^ i-^ 
a'{X)e,. U 

Lemme 2. Soient {d,n,a) et {d,n',a') deux triplets comme precedemment avec le meme d. On 
suppose qu'il existe un entier naturel s tel que n = 6*n' (mod b'^ ~ 1) et a — cr'^ia'). Alors 
D{d,n,a) ~ D{d,7i' ,a'). 

Demonstration. Si to = ^JLi ^ ^: ^t si cq, . . . , ed-i (resp. eg, ... , ej;_]^) est la base fournie par la 
definition, alors un isomorphisme est Cj i— > u'' ™ej_|_j, oil les e'j pour j ^ d sont definis par la relation 
de recurrence e'j+i = 'Pi^'j)- D 



Proposition 3. Soient (d,n,a) un triplet comme precedemment. On suppose qu'il existe d' et n' 
comme precedemment tels que t = jj soit un entier et que 5331 — i3F~r- 
(i) Si a n'est pas Videntite, on a : 

D{d,n,a)^D{d',n')®^. 

(a) Si a est I 'identite et si t est premier avec p, on a : 

D{d, n, a) ~ D{d', n' , a[) © D{d',n', 4) ® ■ • • ® ~ D{d', n' , a[) 

OIL les a[ sont les racines t-iemes de a. 
(Hi) Si a est Videntite, a — 1 ett ^ p, il existe une suite croissantes de sous-modules de D(d, n) 
stables par cj) 

= DoC Di(lD2(l--- CDp = D{d, n) 

pour laquelle tous les quotients Dm/ Dm-i (^ ^ in ^ p) sont isomorphes a D{d',n'). 

Demonstration. Pour tout la preuve, posons r = tttt = T7^~~\- 

On traite d'abord (i). D'apres le lenime[T] on pent supposer a = 1. Etant donnc que le groupe 
de Galois absolu de ¥p est un groupe procyclique sans torsion (il est isomorphe a Z), id est une 
extension cyclique de degre t de id' ■ On definit pour tout a ^ k et i € {0, . . . , d' — 1}, les elements 
suivants de D{d,n,a) : 

f,{a)^yy''+\a)u-^''^'"''-^) 



s=0 



^sd' +i- 



(On remarquera que I'exposant qui apparait sur u est un entier etant donne r{h'^ — 1) — n' en est 
un.) On verifie a la main que 4>{fi{a)) = fi+i(a) pour i e {0, . . . ,(i' — 2}, et que (j){fd'-i{o^)) = 
u" /o(a) (la derniere egalite utilise (j'^{a) = a, ce qui est vrai puisque a est pris dans id)- Comme 
par ailleurs, il est clair que a a fixe, la famille des /i(a) est libre, on en deduit que les sous-objets 
F{a) = Kfo{a) © ■ • ■ © Kfd-i{a) sont tous isomorphes a D{d', n'). II suffit done pour conclure 
de montrer que t d'entre eux sont en somme directe. Ceci nous amene a chercher des elements 
ai, . . . , at tels que chacune des matrices : 

/ a\ax) a\a2) ■■■ cj\at) \ 

V a(*-i)'^'+^(ai) a(*'i)'i'+^(a2) •■• a^'-^^'''+'{at) ) 

(pour i variant entre et d' — 1) soit inversible. En realite, il suffit pour cela de choisir les ai 
de faQon a ce que (ai,...,at) soit une base de id sur id'- En effet, on remarque d'abord que 
Mi = (t'(Mo) et done qu'il suffit de demontrer I'inversibilite de Mq. On invoque alors le theoreme 
d'Artin d'independance lineaire des caracteres qui montre que les vecteurs ligne forment une famille 
libre. 

Passons maintenant au (ii) : on suppose done a = id. On pose cette fois-ci : 

t-i 
fi(a) ^ ^a u ^ ' Csd'+i 

pour tout i G {0, . . . ,d' — 1} et tout a & k. On a encore (j){fi{a)) = fi+i{a) pour i G {0, . . . , d' — 2}, 
et si a est une racine i-ieme de a, on verifie directement que 4>{fd-i{a)) — au" /o(a)- Ainsi, comme 
il est clair par ailleurs que la famille des fi{a) (0 < i < d') est libre, on a Kfo{a) + - ■ ■ + Kfd-i{a) ~ 
D{d' ,n' ,a) (toujours sous I'hypothese a* — a). Si maintenant t est premier k p, a admet t racines 
i-iemes distinctes, et un calcul de determinants de Vandermonde montre facilement que la famille 
des (/i(a))o^i<d'.a*=a est une base de D{d,n,a). La conclusion s'ensuit. 



Terminons finalement par la demonstration de I'assertion (iii). Pour tons entiers i G {0, . . . ,d' — 
1} et j e {0, . . . ,p — 1}, on pose : 

s=0 

et on definit Dm comme le sous-i^-espace vectoriel de D{d, n) engendre par les /i j- avec ^i < d! 
et ^ J < TO. A nouveau I'utilisation des determinants de Vandermonde assure la liberte de la 
famille des fij, ce qui montre que la dimension de Dm sur K est md' . Par ailleurs, on a les relations 
Hfi.m) = fi+i,rn pour i G {0, . . . , d' - 2} et : 

<P{fd-l.,m) = U"' ^(-1)"^" r J/O^M = ""'/0,m (mod Dm-l). 

EUes montrent a la fois que Dm est stable par cj) pour tout m et que les quotients Dm/Dm-i sont 
tons isomorphes a D{d' , n'). D 

La proposition precedente nous conduist a considerer TZb I'ensemble quotient de Zj-^-) (le localise 
de Z en la partie multiplicative des entiers premiers avec h) par la relation d'equivalence : 

x^y ^=^ {3seZ)x = b'y (mod Z). 

Via I'ecriture en base b, les elements de TZb s'interpretent aussi comme I'ensemble des suites 
periodiques (depuis le debut) d'elements de {0, 1, . . . , 6 — 1} modulo decalage des indices, oii Ton a 
en outre identifie les suites constantes egale a et a 5 — 1 . 

Soit r e TZd- Par definition, il est represente par une fraction (que Ton pent supposer — et 
que I'on supposera par la suite — irreductible) f oil i est un nombre premier avec b. On verifie 
directement que I'ordre de b modulo t ne depend pas du representant (irreductible) choisi : on 
I'appelle la longueur de r et on le note £{r). On pourra remarquer qu'a travers le point de vue 
« suites periodiques », £{r) s'interprete simplement comme la plus petite periode. 

Notons A/'(r) I'ensemble des entiers relatifs n pour lesquels ,^("_ est un representant de r. 
La definition de £{r) implique immediatement la non-vacuite de J\f{r). Le lemme [2] montre que les 
objets D(£{r),n) pour n variant dans J\f{r) sont isomorphes entre eux. Notons D(r) I'un de ces 
objets. Si en outre a = id, le meme lemme [2] permet de definir D(r,a) pour tout a £ k* comme 
I'un des ^-modules D{£{r), n, a), n G J\f{r). 

Theoreme 4. Les D[r) (resp. D{r,a) si a — idj sont des objets simples de Mod?^. De plus, its 
sont deux d deux non isomorphes. 

Demonstration. Pour simplifier la preuve, on suppose dans la suite a = 1, laissant au lecteur 
I'exercice (facile) d'adapter les arguments au cas general. 

Notons £ = £{r) et considerons n tel que —pzi represente r. Soit D un sous-objet non nul de 
D(r), et soit x — Aiei + ■ • • + XiCi un element non nul de D pour lequel le nombre de A; non nuls 
est minimal. Quitte a remplacer x par 4>™'{x) et pour un certain entier m, on pent supposer Ai ^ 0. 
Quitte a renormaliser x, on pent en outre supposer Ai — 1. On a alors ; 



i=2 



^"(x) - M"a; = 2^(0''(Ai)u'' " - Aiu")ei G D. 



Supposons par I'absurde qu'il existe un indice « > 1 tel que Ai ^ 0. Montrons dans un premier temps 
que 4>'^{Xi)u'''" ^ Xiu". Encore par I'absurde : si ce n'etait pas le cas, on deduirait "^ |. '•* — ^i^'^f*"'^!) 
et puis v{b'^ — 1) = — n(&* — 1) ou z; est la valuation u-adique de A^. Ainsi, on aurait r = 5135-, et 

on obtiendrait une contradiction avec la definition de £. Au final, (j>'^{Xi)u^ " 7^ Aiw", et I'element 
(j)'^{x) est un element non nul de D qui, sur la base des (e^), a strictement moins de coefficients non 
nuls que n'en avait x. Ceci contredit la minimalite supposee et montre que x = ei. On en deduit ei 



est element de D et, puisque ce dernier est par hypothese stable par (p, il contient necessairement 
tous les Ci. En conclusion, D = D{r) et le theoreme est demontre. 

Pour prouver que D{r) n'est pas isomorphe a D{r'), il sufRt de reniarquer que £{r) et j\f{r) 
se retrouvent tous deux a partir de D{r) : le premier en est la dimension, alors que le second 
est I'ensemble des entiers n pour lesquels il existe un x G D{r) non nul verifiant (p^'^^\x) = u^x. 
Finalement, il est clair qu'a partir de ces deux donnees, r est entierement determine dans le quotient 

Classification des objets simples 

Nous souhaitons desormais montrer la reciproque du theoreme SI c'est-a-dire que les objets 
simples de Mod/^ sont tous isomorphes a un certain D{r) (ou D{r^ a) si cr = id). Pour cela, nous 

considerons D un objet simple de Mody^,, (ei, . . . , ej) une base de I? et G la matrice de dans 
cette base, i.e. I'unique matrice verifiant I'egalite : 

(0(ei), . . . , 0(ed)) = (ei, . . . , ed)G. 

On rappelle, a ce propos, la formule de changement de base qui interviendra plusieurs fois dans la 
suite : si i3' = (e'j, . . . , e'^) est une autre base de I? et si P est la matrice de passage de (ei, . . . , ea) 
a B' , alors la matrice de ip dans la base B est donnee par la formule P^^G4){P). II resulte de cette 
formule que, quitte a multiplier les e^ par une certaine puissance de u, on pent supposer que G est 
a coefficients dans fc[[u]]. En realite on aura besoin d'un resultat un peu plus precis, consequence 
du lemme suivant. Introduisons avant tout une derniere notation : soit 7 la valuation M-adique de 
detG. 

Lemme 5. Soit N un entier strictement superieur a -tzt ^t H une matrice a coejjicients dans 
k[[u]] congrue a G modulo u^ . Alors, il existe une matrice P d coefficients dans k[[u\] et inversible 
dans cet anneau telle que PG(I){P)~^ — H . 

Demonstration. On definit une suite de matrices (Pi) (a priori a coefficients dans K) par Pq = I 
et la formule de recurrence Pi+i = H(p{P)G^^. On a directement Pi = HG^^ d'oii on deduit, en 
utilisant I'hypotliese de I'enonce, que Pi = I (mod u^^"), i.e. Pi — Pq est divisible par u^^"". Par 
ailleurs, pour tout i ^ 1, on a Pi+i ~ Pi — H(p{Pi — Pi_i)G^^, d'oii il suit que si Pi — Pi-i est 
divisible par w", alors P^+i — Pi est divisible u^^"^ . Une recurrence immediate montre alors que 
Pi+i — Pi est divisible par m"' ou la suite (vi) est definie par wq = iV — 7 et Vi-^i — bvi — 7. De 
vq > j3j-, on deduit que (vi) est une suite croissante qui tend vers I'infini. Ainsi P^+i — Pi converge 
vers pour la topologie w-adique, et la suite des (Pi) converge vers une matrice P. Celle-ci verifie 
PG(j){P)~^ = H et est congrue a I'identite modulo u du fait que chacun des Vi est strictement 
positif. EUe est done inversible dans fc[[u]], comme demande. D 

Le lemme nous assure que, quitte a modifier la base (ei,...,erf), on pent remplacer G par 
une matrice qui lui est congrue modulo u^ . En particulier, on pent supposer que G a tous ses 
coefficients dans F^[[u]] pour un certain q. C'est ce que nous ferons par la suite. 

Soit M le sous-Fq[[M]]-module de D engendre par les e^ ; il est libre de rang d. On definit deux 
suites recurrentes (xi) et (rii) comme suit. On pose en premier lieu xq = ei. Maintenant, si Xi est 
construit, on definit rii comme le plus petit entier tel que ^(xi) G u'^^M et Xi^i = u~"^Xi. On 
remarque tout de suite que tous les Xi sont des elements de M qui ne sont pas dans uM . 

Lemme 6. Pour tout i, on a Hi ^ 7. 

Demonstration. II suffit de montrer que si a; G M, x ^ uM alors (/)(a;) ^ u'''^^M . Or, le premisse 
entraine I'existence d'une fc[[u]]-base (xi, . . . , Xd) de M avec xi = cc. Si -P est la matrice de passage 
de (ei, . . . , Cd) a {xi, . . . , Xd) la matrice du 4> dans la base {xi, . . . , Xd) est donnee par la formule 
H = P^^G(f>{P). Comme P est inversible dans A:[[u]], son determinant a une valuation u-adique 
nuUe, d'oii on deduit que le determinant de iJ a pour valuation u-adique 7. Ainsi, sa premiere 
colonne ne pent pas etre multiple de u"''^^ ce qui correspond exactement a ce que I'on voulait. D 



Soit c un entier strictement superieur a j^j. Notons Xi la reduction modulo u'^ de Xi : c'est un 
element de I'ensemble fini M/u'^M . D'apres le principe des tiroirs, il existe deux indices i < j tels 
que Xi = Xj. Posons 6 = j — i ct x — Xi. En deroulant les definitions, on obtient : 

(j)\x) = u''x (mod u^+'^Af) 

avec : 

n ^ b ~ Hi + b ~ rii^i + ■ • • + bnj^2 + "-j-i- 

Nous souhaitons a present relever la derniere congruence en une vraie egalite dans M. Pour cela, 
on commence par ecrire 4> {x) = M"(a; + u'^y) et on definit une nouvelle suite recurrente {zi) par 
zo = a; et z^+i — u~"'(f)^{zi). On a zi — zo = u'^y et Zi+i ~ Zi — u~'^(l)^{zi — Zi-i). II s'ensuit que 
Zi+i — Zi est un multiple de u"^ oh (vi) est la suite recurrente definie par vq ^ c ct Vi^i = b Vi — n. 
Maintenant, le lemme [5] donne : 

n ^ 7(&'^-i + b^-^ + . . . + 1) = 7 ^^ < c{b^ - 1) 

a partir de quoi on dcduit limi_>oo Wj — +oo. Ainsi la suite {zi) converge vers un element z G M 
(car tous les Vi sont positifs) verifiant (f) {z) — z. Par ailleurs, on a z = a; (mod u), ce qui assure 
qu'il est non nul. On a done montre le resultat intermediaire important suivant : 

Theoreme 7. Soit D un objet simple de Mod^^. Alors, il existe des entiers S > 0, n ^ et un 
element non nul z E D tels que (j> {z) = u"z. 

Corollaire 8. Soit D un objet simple de Mod^^. 

- Si a n'est pas Videntite, il existe r £ TZb tel que D ~ D{r). 

- Si a est Videntite, il existe r G TZb et a £ k* tels que D ~ D{r,a). 

Demonstration. D'apres le theoreme [71 il existe des entiers (5 > 0, n ^ et un morphisme (dans 
Mody^) non nul / : D{5, n) -^ D. La simplicite de D assure que / est surjectif, et done que D se 

retrouve parmi les constituants de Jordan-Holder de D{S,n). Ecrivons la fraction r = f^yzj sous la 
forme ,^(™_ . Le quotient jr-^ est alors un nombre entier. 

Si a n'est pas I'identite, la proposition[3](i) montre que D{S, n) s'ecrit comme une somme directe 
de copies de D{r). En particulier, puisque les D{r) sont simples d'apres le theoreme lU tous les 
quotients de Jordan-Holder de D{S, n) sont isomorphes a I?(r), et le theoreme est demontre dans ce 
cas. Supposons maintenant qu'au contraire a — id. On ecrit -Jpr = p^t oil t est un entier premier a 
p. Plusieurs applications successibles de la proposition[3l(iii) montrent que D{5, n) admet une suite 
de composition dont les quotients successifs sont tous isomorphes a D{5p~'" ,n') pour un certain 
entier n' . L'alinea (ii) de la meme proposition montre alors que les constituants de Jordan-Holder 
sont dans ce cas tous isomorphes a des D{r,a) pour certains elements a de k* (qui peuvent varier 
d'un composant a I'autre). La conclusion en decoule. D 
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